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第 3章

γ 行列に関する基本定理，Chiral表示

3.1 γ 行列に関する基本定理
4× 4行列の単位行列 I と γ 行列から構成される以下の 5種類 16個の 4× 4行列

ΓS = I, Γµ
V = γµ, Γµν

T = σµν =
i

2
[γµ, γν ]

ΓP = iγ0γ1γ2γ3 ≡ γ5, Γµ
A = γ5γ

µ (3.1)

について考察する．これらをまとめて Γn = {ΓS , Γ
µ
V , Γ

µν
T , ΓP , Γ

µ
A}と表記する．Γ 2

n は I か −I となる．
これらを統一した方が扱いが良いため，−I となるものについては iをかけてこれらをまとめて Γ̃n とす
る．具体的には，

Γ̃1 = ΓS = I, Γ̃2 = Γ 0
V = γ0, Γ̃3 = iΓ 1

V = iγ1, Γ̃4 = iΓ 2
V = iγ2

Γ̃5 = iΓ 3
V = iγ3, Γ̃6 = iΓ 01

T = −γ0γ1, Γ̃7 = iΓ 02
T = −γ0γ2, Γ̃8 = iΓ 03

T = −γ0γ3

Γ̃9 = Γ 12
T = iγ1γ2, Γ̃10 = Γ 23

T = iγ2γ3, Γ̃11 = Γ 31 = iγ3γ1, Γ̃12 = ΓP = iγ0γ1γ2γ3

Γ̃13 = iΓ 0
A = γ1γ2γ3, Γ̃14 = Γ 1

A = −iγ0γ2γ3, Γ̃15 = Γ 2
A = iγ0γ1γ3, Γ̃16 = Γ 3

A = −iγ0γ1γ2
(3.2)

である．
一般に，Γ̃n には次のような性質がある．

• (1) 全ての nに対して (Γ̃n)
2 = I である．

• (2) 任意の Γ̃n, Γ̃m に対して，Γ̃nΓ̃m = ξnmΓ̃l となるような Γ̃l が存在する．ここで ξnm は ±1,±i
のいずれかである．また，n ̸= mのときは Γ̃l ̸= Γ̃1 = I である．さらに，nを固定してmを 1か
ら 16まで走らせると，lは 1から 16まで一度ずつとる．

• (3) Γ̃n と Γ̃m は可換か反可換のいずれかである．
• (4) Γ̃1 を除く Γ̃n について，反可換な Γ̃m が少なくとも 1つ存在する．
• (5) Γ̃1 を除く Γ̃n のトレースは 0である．
• (6) Γ̃n は 1次独立である．
• (7) Γ̃n は 4× 4行列を生成する．
• (8) 全ての γµ と可換な行列は単位行列の定数倍に限る．

また，以下に示す定理が成り立つ．
γ 行列に関する基本定理
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反交換関係

{γµ, γν} = 2ηµν , {γ′µ, γ′ν} = 2ηµν (3.3)

を満たす 2種類の γ 行列 {γµ}と {γ′µ}は 4× 4の正則行列 S による相似変換

γ′µ = SγµS−1 (3.4)

によって結ばれる．ただし S は定数倍の任意性を除き一意に定まる．
また，上記の条件に加えて (

γ0
)†

= γ0,
(
γi
)†

= −γi が成り立つならば，S は Unitary行列に選べる．
従ってこの場合には {γµ}と {γ′µ}は 4× 4は Unitary同値となる．

3.2 双一次形式のローレンツ共変量
Γn = {ΓS , Γ

µ
V , Γ

µν
T , ΓP , Γ

µ
A} を ψ̄(x) とψ(x) で挟むことでローレンツ共変量を構成することがで

きる．
前に考察したように ψ̄(x)と ψ(x)は本義ローレンツ変換の下，

ψ̄′(x′) = ψ̄(x) exp

(
i

4
ωµνσµν

)
, ψ′(x′) = exp

(
− i

4
ωµνσµν

)
ψ(x) (3.5)

空間反転の下，

ψ̄′(x′) = ψ̄(x)P−1, ψ′(x′) = Pψ(x) (3.6)

と変換される．これらを用いて次に挙げるようなローレンツ共変量のローレンツ変換性を理解出来る．

• (1) スカラー:ψ̄(x)ψ(x)

• (2) ベクトル:ψ̄(x)γµψ(x)

• (3) 2階テンソル:ψ̄(x)σµνψ(x)

σµν = i
2 [γ

µ, γν ]であることを用いれば

ψ̄′(x′)σµνψ′(x′) = Λµ
αΛ

ν
βψ̄(x)σ

αβψ(x) (3.7)

と変換されることが示される．
• (4) 擬スカラー:ψ̄(x)γ5ψ(x) (本義ローレンツ変換で不変，空間反転で符号が変化)

γ5 の定義と γ 行列の反交換性から，

exp

(
i

4
ωµνσµν

)
γ5 exp

(
− i

4
ωµνσµν

)
= γ5 (3.8)

P−1γ5P = −γ5 (3.9)

が示される．また，ローレンツ変換が空間反転を含むと divΛ = −1となるため，

ψ̄′(x′)γ5ψ
′(x′) = divΛψ̄(x)γ5ψ(x) (3.10)

と変換される．
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• (5) 擬ベクトル:ψ̄(x)γ5γ
µψ(x) (本義ローレンツ変換の下ベクトル変換性，空間反転の下符号が変

化)

擬スカラーの時と同様に考えることで，

exp

(
i

4
ωµνσµν

)
γ5γ

µ exp

(
− i

4
ωµνσµν

)
= Λµ

νγ5γ
µ (3.11)

P−1γ5γ
µP = −(ΛS)

µ
νγ5γ

µ (3.12)

が成り立つことから，

ψ̄′(x′)γ5γ
µψ′(x′) = divΛ · Λµ

νψ̄(x)γ5γ
µγνψ(x) (3.13)

と変換される．

3.3 Chiral表示
Chiral表示 (chiral representaton)(またはWeyl表示)i

γµ =

(
0 σµ

σ̄µ 0

)
, σµ ≡ (I,σ), σ̄µ ≡ (I,−σ) (3.14)

を用いると，質量mの自由粒子に関する Dirac方程式は，(
−mc iℏσµ∂µ
iℏσ̄µ∂µ −mc

)(
ξ(x)
η(x)

)
=

(
0
0

)
(3.15)

より詳細に書くと，

iℏσ̄µ∂µξ(x)−mc η(x) = 0 (3.16)

iℏσµ∂µη(x)−mc ξ(x) = 0 (3.17)

と ξ(x)と η(x)に関する連立微分方程式が得られる．ここで，ξ(x)と η(x)はそれぞれ ψ(x)の上 2成分
と下 2成分を表している．
Chiral表示を用いて具体的に σµν を計算すると，

σ0i = iγ0γi = −iγ0γi

= −i
(
0 I
I 0

)(
0 σi

−σi 0

)
=

(
iσi 0
0 −iσi

)
(3.18)

i 日本語ではカイラルとかキラルとか読まれる．物理ではカイラルと呼ばれることが多いが，化学では慣習的にキラルと呼ぶ
らしい．
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σij = iγiγj = iγiγj

= i

(
0 σi

−σi 0

)(
0 σj

−σj 0

)
= i

(
−σiσj 0

0 −σiσj

)

=


3∑

k=1

εijkσk 0

0

3∑
k=1

εijkσk

 (3.19)

となる．ローレンツブーストのパラメータ ω = (ω01, ω02, ω03)，空間回転のパラメータ

φ = (φ1, φ2, φ3) = (−ω23,−ω31,−ω12)

φk = −
3∑

i,j=1

1

2
εijkωij

 を用いると，本義ローレンツ

変換の下での ψ(x)に関する変換行列は，

S(Λ) = exp

(
− i

4
ωµνσµν

)

=

exp
(
iφ · σ

2
+ ω · σ

2

)
0

0 exp
(
iφ · σ

2
− ω · σ

2

) (3.20)

と表され，表現空間が既約分解される．これにより，ξ(x)と η(x)は本義ローレンツ変換性が異なる．
ここで，ξ(x)と η(x)はどちらもワイルフェルミオン (ワイルスピノル)またはカイラルフェルミオン，

ファンデルウェルデンスピノル (van der Waerden spinor)と呼ばれる基本量である． また，空間反
転 P = η0γ0 によって ξ(x), η(x)が入れ替わるため，空間反転まで含めた変換に関しては ψ(x)が既約で
ある．ψ(x)はディラックスピノル (Dirac spinor)と呼ぶ．
(??)から，質量 0の場合には ξ(x)と η(x)は独立に振舞い，Weyl方程式に従う．ξ(x)が従うWeyl

方程式は，

iℏσ̄µ∂µξ(x) = 0 (3.21)

である．(??)に従うワイルフェルミオンは，ヘリシティ (helicity)の固有状態でもある．helicityは

λ̂ ≡ S · p

|p|
(3.22)

で与えられる．ここで S = ℏσ/2である．質量 0の場合，p0 = |p|が成り立つため，

iℏσ̄µ∂µ ⇒ σ̄µpµ = p0 + σ · p =
2p0
ℏ

(
ℏ
2
+

S · p
|p|

)
(3.23)

となるため，(??)に代入することで
2p0
ℏ

(
ℏ
2
+

S · p
|p|

)
ξ(x) = 0

S · p
|p|

ξ(x) = −ℏ
2
ξ(x) (3.24)

となることから，helicityの固有値は −ℏ/2である．helicityの定義から物理的意味はスピンの運動方向
への射影と考えられる．従ってこの状態はスピンの方向と運動の方向が反平行と言うことになる．この
状態を左巻きの状態と呼ぶ．
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質量 0の粒子は真空中を光速で運動するため，ローレンツブーストで粒子の運動方向が反転して見え
る慣性系に移ることはできない．従って，ワイルフェルミオンのヘリシティは本義ローレンツ変換の下
不変である．一方左巻きの状態に対し空間反転を施すとスピンと運動方向が平行な右巻きの状態へと移
る．ii従って，ワイルフェルミオンが単体で存在する場合には空間反転での不変性は成立しない．
右巻きの状態 η(x)が従うWeyl方程式は，

iℏσµ∂µη(x) = 0 (3.25)

である．
γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3 はカイラリティ (chirality)とよび，Chiral表現では

γ5 =

(
−I 0
0 I

)
(3.26)

となる．カイラリティは次に定義される状態 ψL と ψR のそれぞれ固有値-1, 1の固有状態である．

ψL ≡ 1− γ5
2

ψ =

(
ξ(x)
0

)
(3.27)

ψR ≡ 1 + γ5
2

ψ =

(
0

η(x)

)
(3.28)

以上から，質量 0の粒子についてはヘリシティとカイラリティの固有状態は同一である．

ii 運動量はベクトルだがスピンは擬ベクトルであるため，ヘリシティは擬スカラーである．


